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Résumé 08 : Convergence domcnde

Dans tout ce chapitre, K sera le corps R ou C.

I lim /Ifn(m)da;: ’ lim f,(x)dx

n——+0o n—-+o0o

8 1. Parameétre diserer.— Tout ce chapitre repose sur le théoréme sui-
vant, dont la preuve ne figure pas au programme :

Théoréme 1.1 (Convergence dominée)

Soit I un intervalle. Si
» (fn)nen est une suite de fonctions de I dans C continues par mor-
ceaux.
> (fn), oy converge simplement sur I vers une fonction f.
» il existe une fonction ¢ € €° (I, R) intégrable sur I telle que pour
toutn € N, |f,| < ¢,

alors /I Fo(t)dt ———s / F(t)dt.

n—+oo Jr

REMARQUES :

1. L’hypothése de domination est indispensable :

n——+oo n——+oo

—+oo
n’te”™ — 5 0 sur R mais / n’te ™dt —— 1.
0

2. ¢ doit étre a la fois intégrable et indépendante de n. La difficulté est sou-
vent de parvenir & déterminer cette fonction ¢. ¢(t) = sup,,cy | fn(?)|
est un bon candidat, mais on peut avoir des difficultés a en trouver
une expression, et donc & déterminer sa régularité et son intégrabilité.
Voyons quelques cas :

» Si pour tout n,0 < fn, < fnt1, On pourra prendre ¢ = f, car alors
f = sup,, fu.

» De la méme maniére, si 0 < fr,+1 < fn, On pourra prendre ¢ = fi.

» On pourra enfin essayer de fixer ¢ et d’étudier la fonction z —
f=(t) pour déterminer sa borne supérieure.

§ 2. Parameérre contiwa.— On peut décliner un version non discréte
de ce théoréme, i.e pour les fonctions définies par une intégrale de type
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T — / f(z,t)dt. Vous devez vous convaincre que c’est exactement le
I

méme que le précédent, afin qu’il ne nécessite aucun effort supplémen-
taire de votre part pour le retenir :

Théoreme 1.2 (Convergence dominée pour [; f(x,t)dt)

Soient I et J deux intervalles, zo € I, et f : (z,t) € J x [ — f(x,t) €
C. Si

» pourtoutz € J, f, :t € I — f(x,t) est continue par morceaux.
» pourtoutte I, f(x,t) —— f(t).

T—T0
» il existe une fonction ¢ € €° (I, R) intégrable sur I telle que pour

toutx € J,|fz| < ¢,
alors/f(m,t)dt—>/f(t)dt.
I T—rT0 I

+0o0 +0o0o
I /In;ofn(t)dt _ ;)/Ifn(t)dt.

§ 1. théoreme d ‘caterverscan ¥'.— A ce stade de I'année, nous n'utiliserons
que les deux développements en séries de fonctions suivants :

+oo

z
» Pour tout complexe z,e* = E -
n:

n=0

—+o0
1
» Pour tout complexe z de module < 1, —— = z".
p T ZO
n=

Nous allons ici particulariser la question de la section précédente au
cas ou les S, sont des sommes partielles de séries de fonctions, i.e ou

“+o0o
Sn = Yk—o fi- Dans ce cas, le limite simple de S, sécrit f = > f; et
k=1

Z / fir est une série numérique. On cherche ainsi des hypothéses qui
I

k>0
“+oo

permettent d’intervertir les symboles » _ et / )
I
k=0
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Théoréme I1.1 (interversion £1)

Soit I un intervalle. SI
» Pour toutn € N, f,, est continue par morceaux et intégrable sur
I,
» > .0 fn converge simplement sur I vers une fonction f continue
par morceaux sur [ ,
» la série numérique Y, [; | fn(t)|dt converge,

+oo +oo
alors f est intégrable sur I, et /Z fa(t)dt = / fn(t)dt.
Y p—" n=0"1

REMARQUES :

La difficulté provient a nouveau de la majoration, car elle nécessite une ex-
pression des sommes partielles (ou des restes partiels), et nous I'avons rare-
ment, si ce n’est lorsque la série est géométrique ou de Leibniz. C’est le cas
dans 'exemple précédent, ol la série étant de Leibniz, |R,(¢)| <
qui est intégrable sur [0, 1].

1
nt+1+t <1

§2. E4c Y, -0 [; |[n| déverge.— Le théoreme II.1, d’application aisée,
contient une hypothése forte (la troisieme) : il est muet par exemple sur

1 +oo (_1)n 1 (_1)71
une intégrale comme / > S—-dtcar /
0 ooy b ns1/0 1tt+n

n
peut dans ce cas essayer de travailler avec les sommes partielles et mon-

trer que l'intégrale du reste tend vers 0, soit a la main, soit avec le théo-
+00

réeme de convergence dominée : puisque pour tout ¢t € I, Z un(t) =
n=0

dt diverge. On

N
> un(t) + Ry (t), Padditivité de Iintégrale permet d’écrire
n=0

400 N
/1 (nzoun(t)> dt = nz%/lu"(t)dH /IRN(t)dt.

Etablir que / R, (t)dt ——— 0 assurera d'une part la conver-
I n——+o0o

gence de la série numérique Z / un(t)dt, et d’autre part I'égalité
I
n=0

/1 (io un(t)> dt = g /1 un (£)dt.

n=0
On est donc ici ramenés a la premiere section de ce résumé, i.e établir
la limite d’une suite d’intégrales de fonctions.
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ANNEXE
A QUELQUES FIGURES IMPOSEES
W EXERCICES :
T cost = n
P I'égalité = |
rouver I'égalité /0 1 Z( ) T
n=1
W EXERCICES :
T sint <= 1
P Iégalité dt = .
rouver egale/0 o z_:ln2+1
W EXERCICES :
CCP Hnalyse 25
1. Démontrer que, pour tout entier n, la fonction ¢ — _ est
142 4 tnet
intégrable sur [0, +ool.
e dt
2. On pose u, = ————— Calculer lim wu,.
0 1 + t¢ + t”e—t n—-+oo
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